ZAKLADY VYROKOVE LOGIKY

V matematice se setkavame s rdznymi symboly: B
konstanty - maji pevny vyznam (napf. 1; 3; e = 2,718281828 ; -5; & , \/2 )
proménné - nemaji pfesné stanoveny vyznam, ale miizeme za né konstanty vhodnym zp{isobem
dosazovat. (napf. ,celé Cislo x*, ,trojnasobek pfirozeného &isla x*, ,pfimka p*)

«  VYROK = sdéleni (oznamovaci véta), o némz ma smysl fici, Ze je pravdivé nebo nepravdivé.

« Pravdivy vyrok ozna&ujeme pravdivostni hodnotou 1.

¢ Nepravdivy vyrok ozna€ujeme pravdivostni hodnotou 0.

* Kazdy vyrok je bud pravdivy nebo nepravdivy, ve vyjime&nych pfipadech nelze o pravdivosti vyroku v danou chvili
rozhodnout (takovy vyrok nazyvame hypotéza). Ale obecné vyrok nabyva pouze jedné ze dvou pravdivostnich
hodnot, tedy bud jedni¢ku nebo nulu.

PF.
Brno najdeme na mapé mezi Prahou a Bratislavou. - pravdivy vyrok
Brnem protéka feka Vlitava. - nepravdivy vyrok
Domaci potfeby. - neni vyrok

Mimo nasi sluneéni soustavu Ziji myslici bytosti.

vyrok, o némz momentalné neumime

rozhodnout,zda je pravdivy nebo neni (hypotéza)
Cislo x je délitelné tremi. - neni vyrok (vyrok se z tohoto sdéleni stane az po
dosazeni za proménnou x) —tzv. vyrokova funkce

e Vyroky, které se skladaji z jedné oznamovaci véty, vypovidaji o jedné skute¢nosti nazyvame jednoduchymi vyroky
(tzv. atomické vyrokové formule) - znaci se velkymi pismeny: A,B,C, ......... V, W, ..
Neprazdnou mnozinu atomickych vyrokovych formuli oznaujeme P.

Pravdivostni ohodnoceni atomickych vyrokovych formuli - zobrazeni p: P > {0, 1} .
Nastane tedy jedna ze dvou moznosti: p(A) =0 (je-li vyrok A nepravdivy)
P(A) = 1 (je-li vyrok A pravdivy)
A: Venku prsi. - je to vyrok (podle po€asi, které je v tuto chvili, mizeme Fict, zda je pravdivy ¢i neni).

¢ Slozeny vyrok (vyrokova formule) = vyrok, ktery vznikne spojenim jednoho a vice jednoduchého vyroku
prostfednictvim tzv. logickych spojek. Zna¢ime malymi feckymi pismeny a, B3, ..., ¢, p, G, |, .....

+ LOGICKE SPOJKY

Nazev logické spojky Oznaceni Slovni vyjadfeni
negace -4 neni pravda, Ze A
konjunkce ANB A a (sou€asné) B
disjunkce AV B A nebo B
implikace A=B jestlize A, pak B
ekvivalence AeB A praveé kdyz B

* negace vyroku je vyrok, ktery ma opacnou pravdivostni hodnotu nez vyrok pivodni. Formulace negace
pomoci slovniho vyjadfeni ,neni pravda, ze“ byva obvykle jazykové kostrbata. Proto se radgji pouziva jiné
slovni vyjadfeni. (napf. negace vyroku: ,Cislo 8 je délitelné 7 je ,Neni pravda, Ze je &islo 8 délitelné 7, ale
lepsi vyjadreni je: ,Cislo 8 neni délitelné 7¢.)

PA) | g
1 0
0 1

tabulka pravdivostnich hodnot pro negaci:



tabulka pravdivostnich hodnot pro ostatni logické spojky:

P(A) | p(B) P(AAB ) p(AVB) | p(A=B) | P(A<B)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

« konjunkce vyroki je pravdiva jediné v pfipadé, ze oba vyroky A, B jsou pravdivé.

« disjunkce (alternativa) vyroku je pravdiva, je-li pravdivy alespon jeden z vyroka A, B (tj. jeden, resp. druhy,
resp. oba dva) !l spojka ,nebo” zde nema vylu€ovaci vyznam ,bud’ to nebo to” jak je tomu bézné v hovorova
reci.

- implikace vyrokl A,B je nepravdiva pouze v pfipadé, zZe prvni vyrok (A) je pravdivy a druhy vyrok v pofadi
(B) je nepravdivy. Ve vSech ostatnich pfipadech je implikace pravdiva. !l Tj. implikace je pravdiva i v tom
pfipadé, ze prvni vyrok (A) je nepravdivy (na pravdivostni hodnoté vyroku B pak jiz nezalezi).

» ekvivalence vyrokl A,B je pravdiva v pfipadé, Ze oba vyroky jsou souc¢asné pravdivé nebo nepravdivé. Je-li
ekvivalence pravdiva, nazyvame vyroky A, B ekvivalentni. PiSeme A OB.

Velka ¢ast matematickych uvah pfedstavuje tvofeni a zapis ekvivalenci.

Pl. AVB o -A4=B
AAB < —(4=-B]
A=B o (4=B|A[B=4)

Pro negace slozenych vyroku plati nasledujici ekvivalence: —|(A/\B) < —A4AV-B
-(ADB) - ~AD-B
ﬁ(A =>B) < AAN-B
(A= B|] o [AA-B)V(-4AB)

Mezi dulezité ekvivalence patfi také: A=B < - B=-4 tza—ebménéna implikace
POZOR: obménéna implikace se li§i od obracené implikace: B= A4

e TAUTOLOGIE
Vyrokova formule, ktera je vzdy pravdiva, bez ohledu na pravdivost jednoduchych vyroku, ze kterych se sklada.

Pt. Mezi tautologie patfi napf. 1) —|(P/\—|P)
2) PVv—-P - zakon vylouc€eného tretiho
3) Pe P - zakon totoznosti
4) —PoP - zakon dvoji negace
5) —|(P/\Q)®(—|P\/—|Q) - de Morganovo pravidlo
6) ﬁ(PVQ)@(ﬁP/\—'Q) - de Morganovo pravidlo
7) [(P:> Q):>P]:>P - Piercedv zakon

PF. DalSimi tautologiemi jsou napf. tyto ekvivalence:

ANB < BAA

AVB o BvVA tzv. komutativni zakon

AANBAC) & (AAB|AC tzv. asociativni zakon
AV(BVC| & (AVB|vC

ANA = A4 tzv. idempotentni zakon
AVA o A

ANBVC| o (AAB|V[AAC] tzv. distributivni zakon

AV(BAC) o (AVB|AlAVB)

« KONTRADIKCE
Vyrokova formule, ktera je vzdy nepravdiva, bez ohledu na pravdivost jednoduchych vyrokd, ze kterych se sklada.

«  VYROKOVA FORMULE V DISJUNKTIVNIM NORMALNIM TVARU



Vyrokova formule je v disjunktivnim normalnim tvaru, je-li disjunkci formuli, v nichz plati:
(a) kazda je konjunkci atomickych formuli a jejich negaci
(b) v zadné se nevyskytuje zadna atomicka formule sou¢asné se svou negaci.
Disjunktivni normalni tvar se nazyva uplny pokud se ve vSech konjunkcich vyskytuji stejné atomické formule.

Pi.  [AAB)V(-AAB]

Plati: Libovolna vyrokova formule je ekvivalentni formuli v iplném disjunktivnim normalnim tvaru.
(tj. kazdou vyrokovou formuli mohu napsat jako formuli v iplném disjunktivnim normalnim tvaru.)

+  VYROKOVA FORMULE V KONJUNKTIVNIM NORMALNIM TVARU
Vyrokova formule je v konjunktivnim normalnim tvaru, je-li konjunkci formuli, v nichz plati:
(a) kazda je disjunkci atomickych formuli a jejich negaci
(b) v zadné se nevyskytuje zadna atomicka formule sou¢asné se svou negaci.
Konjunktivni normaini tvar se nazyva Uplny pokud se ve vSech disjunkcich vyskytuji stejné atomické formule.

Struény popis syntaktického pristupu k vystavbé vyrokové logiky:

Pomoci logickych spojek, zavorek a atomickych vyrok( se vytvari jazyk vyrokové formule (vyrokovy kalkul).
Vyrokovy kalkul nam umozriuje a upfesiuje, jak spravné tvofit z vyroku jednodussich vyroky slozitéjsi a jak pravdivost
téchto vyroku zavisi na pravdivosti pFislusnych vyrok( jednodussich.

Jako Le 0znacujeme mnozinu symboll vyrokové logiky = tzv. abeceda vyrokového kalkulu

Abeceda: 1) A, B,C,....... (znaky pro atomické vyrokové formule)
2) logické spojky (negace, konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence)

3) ()

Syntaktické pravidlo pro vytvareni slov (vyrokovych formuli):
1) Kazda atomicka vyrokova formule (=vyrokova proménna) je vyrokovou formuli
2) Jsou-li ¢, Y vyrokové formule, pak jsou také = (), (6 OW), (¢ OW), (¢ O ), (¢ = ) vyrokové formule.
3) Kazda vyrokova formule vznikne koneénym poc¢tem pouziti pravidel 1) a 2).

Logicka ekvivalence vyrokovych formuli:
Vyrokové formule ¢, Y jsou logicky ekvivalentni (zapisujeme ¢ = ), kdyz plati:
1) kazda atomicka vyrokova formule (vyrokova proménna), ktera se vyskytuje ve ¢, se vyskytuje ve ) a kazda
vyrokova proménna, ktera se vyskytuje ve U, se vyskytuje ve ¢.
2) vyrokové formule ¢, W jsou ekvivalentni (tj. ekvivalence mezi témito formulemi je pravdiva - vyrokové formule
¢, Y musi mit stejnou pravdivostni hodnotu.

Pi.  (AAB)=—(-4Vv-B)

ZAKLADY PREDIKATOVE LOGIKY
Predikatova logika a jazyk predikatovych formuli se tyka vyrokovych funkci neboli predikatovych formuli.
«  VYROKOVA FUNKCE (VYROKOVA FORMA, PREDIKATOVA FORMULE) — sdé&leni obsahuijici jednu nebo vice

proménnych, z néhoz se po dosazeni (pfipustnych) konstant na misto vSech proménnych stane vyrok (at uz pravdivy
nebo nepravdivy)

Pr. xz_yz , (x ,V eR) ......................... neni predikatova formule, po dosazeni za x a y nedostaneme Zadny
vyrok

Cislo x je dé&litelné péti (xEZ) e predikatova formule.

Cislo x je po odeéteni isla 5 vétsi nez &islo y (x, yeR) R predikatova formule

Otecpanax. x€U ,Ujemnozinalidi. ................cocoeeiiiiiinnnnn. neni predikatova formule. Po dosazeni za x

nedostaneme vyrok.

Je-li V(x1, Xz, ..., Xa) vyrokova funkce obsahujici proménné x4, o, ..., X» , pak defini€ni obor predikatové formule je
mnozina v8ech n-tic (as, ..., an) takovych, ze V(ay, ..., an) je vyrok. Obor pravdivosti predikatové formule V(x1, Xz, ..., Xa) j&
mnozina v8ech n-tic z defini€niho oboru, po jejichZz dosazeni za promé&nné obdrzime pravdivy vyrok.

I Dal$i moznosti jak ziskat z predikatové formule vyrok je tzv. kvantifikace proménnych .



+  KVANTIFIKOVANY VYROK
Vyrok, ktery vznikl z predikatové formule tzv. kvantifikaci proménnych. Kvantifikace proménnych spociva v tom, Ze
né&jak udame pocet proménnych, tim vznikne z predikatové formule bud pravdivy nebo nepravdivy vyrok.
(tj. Kvantifikované vyroky jsou takové vyroky, které udavaji pocet.)

Priklady kvantifikatora: ,kazdy®; ,pravé ...”; ,alespon....” ; ,nejvySe jeden” atd.
PF. Predikatova formule: ,celé Cislo x je mens&i nez 5
Kvantifikované vyroky: .Kazdé celé CisloxjemenSinez 5. ...................... nepravdivy vyrok
.Praveé jedno celé Cislo x je mensinez 5.“................ nepravdivy vyrok
LAlespon dveé cela Cisla x jsou mensi 5.%.................. pravdivy vyrok
.NejvySe pét celych Cisel je menSich nez5............. nepravdivy vyrok

Nejcastéji pouzivané kvantifikatory:
o obecny kvantifikator = ,pro kazdy prvek (z defini€niho oboru predikatové formule nebo jeho ¢asti) plati....".

Oznaduje se symbolem VY .
o Existenéni kvantifikator = ,existuje (alespon jeden) prvek (z defini¢niho oboru predikatové formule nebo

jeho &asti), pro ktery plati....“. Oznacuje se symbolem 3 .

PF. .Kazdé pfirozené Cislo x je vétS§inez O.* ................. pravdivy vyrok s obecnym kvantifikatorem
~Existuje celé Cislo x, které je vétsi nez jeho druha mocnina (x?)... nepravdivy vyrok s existencénim kvantifikatorem

Negace kvantifikovanych vyroku:

.pro kazdy prvek z oboru U plati W* negace .existuje prvek z oboru U, pro ktery neplati W*
~existuje prvek z oboru U, pro ktery plati W* negace »pro kazdy prvek z oboru U neplati W*
Poznamka:

Slovo ,pro kazdy“ se nékdy nahrazuje slovem ,pro vSechna“, v negaci pak Ize pouzit slova ,zadny*.

e volna avazana proménna
Vézana proménnd je proménnd, ktera se ve formuli vyskytuje ve spojeni s kvantifikatorem.
Volna proménna je kazda proménna, ktera neni v predikatové formuli vazana.
Zavadime jesSté pojem tzv. podstatné volna proménna — proménna, ktera se v predikatové formuli vyskytuje a neni
vazana.

Pozn.: tedy volna proménna je i ta, ktera se v predikatové formuli viibec nevyskytuje, zatimco podstatné volna proménna
musi byt ve formuli pfitomna.

¢ uzaviena formule (sentence)
Formule bez podstatné volnych proménnych.

P (3x)(2/x< y) - jedna se o predikatovou formuli, ve které je x vazana proménna, y je podstatné volna proménna.

« atomicka predikatova formule (predikat) — formule ve tvaru x; = x;, kde x;; jsou proménné.
Stejné jako u vyrokovych formuli Ize i u predikatovych formuli hovofit o tautologii a kontradikci predikatové formule.

Stru€ny popis syntaktického pfistupu k vystavbé vyrokové logiky:
Stejné jako u vyrokové logiky zavadi se i u predikatové logiky jazyk predikatové logiky (predikatovy kalkul).
Abeceda: 1) X1, X2, ..., Xn (Promeénné)
2) 7, A, V, =, & (logické spojky)
3) V, 3 (kvantifikatory)
4) = (rovnost)

(,) (zavorky)

5)R, ... (symboly pro relace)
6) f,... (symboly pro operace)

« predikat — tak oznacujeme urcity vztah mezi po¢tem proménnych (objekt().

¢ Primitivni predikat je nejjednodussi formule. Kazdé matematicka teorie ma své vlastni primitivni predikaty. Jsou to
formule, z nichZ se po dosazeni konstant za proménné stanou atomické vyroky dané teorie (napf. v aritmetice
formule ,x < y")
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