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Diikazy matematickych vét'

Axiomy
Axiomy jsou matematické vyroky, které jsou povazovany za pravdivé a
nedokazuji se.

Definice
Definice vyuziva zakladni pojmy (nebo pojmy diive zavedené) k urCeni nazvu a
charakteristickych vlastnosti nového pojmu.

Matematicka véta
Matematicka véta je pravdivy matematicky vyrok, ktery je odvozeny na zakladé
axiomt, definic a dfive dokdzanych vét.

Diikaz piimy
Matematickou vétu ve tvaru implikace 4 = B dokdZeme pomoci fetézce
implikaci. Je-li 4 axiom nebo platna (dfive dokazand) véta, pak z platnosti
vSech implikaci 4= A4,,4, = 4,,...,4, = B plyne platnost implikace 4= B, tedy
1 vyroku B.

Diikaz neprimy
Pti neptimém diikazu nehradime vétu plivodni ( 4 = B) vétou obménénou
(B'= 4), ktera ma stejnou pravdivostni hodnotu.

Diikaz sporem

Dtikaz sporem provadime ve tfech krocich:
1. Provedeme negaci 4’ pavodniho vyroku 4.
2. Vytvotime fetézec implikaci 4'= B,,B, = B,,...,B, , = B,, kde vyrok B,
neplati — logicky spor.
3. Negovany vyrok A4’ neplati, plati pivodni vyrok 4.

Dukaz matematickou indukci

Diikaz se pouziva pro ovéfeni platnosti tvrzeni, ktera se tykaji vlastnosti
piirozenych cisel.
Postup pii1 dokazovéani je rozdélen do dvou kroki:

1. Dokazeme, Ze véta plati pro nejmensi prirozené ¢islo », z oboru
proménné (neni-li uréeno jinak, dokazujeme vétu pro n, =1).

2. Piedpokladame, Ze véta plati pro libovolné ptirozené Cislo & > n, a
dokazeme, zZe plati 1 pro pfirozené Cislo k +1. Tato ¢ast dikazu se nazyva
indukéni krok.

Jestlize tedy véta plati pro prvni prvek dané mnoziny a pro kazdy prvek, ktery
nasleduje za libovolnym prvkem této mnoziny, potom plati pro kazdy prvek
dané mnoziny ptirozenych Cisel.

1 , . . .. , , L .
Janourova, E. — Janura, M.: Matematika, privodce ucivem zakladni a stfedni Skoly. Rubico, Olomouc 1999.



P¥imy dikaz I°

Zadani:

Ptimym dikazem na zaklad¢ rozboru ovéite, Ze plati
11++/10 <1++/11-4/10 .

Vypracovani:

Rozbor: Vyvodime disledky z ptfedpokladu, ze dany vyrok plati.
114+410 <1+411=410 = 11+/10 <12+ 2y11-+/10 =10 =

= 210 1< 211410 = 41-4410 < 4{11-+10) =
=41<44=0<3
(ve vSech krocich jsou nezaporna Cisla a byla zachovana nerovnost)

Diikaz na zaklad¢€ rozboru:
0<3=>41<44= 41410 < 44— 4110 = 40— 410 + 1 < 4{11-10) =

=210 =1 < 24/11-10 = 12410 =1 <12+ 24/11-410 =10 =
= 11+/10 <14+ 211=410 +11=~10 = \11+/10 <1+11=+/10

Pti obraceném postupu musime provadét tpravy, které vedou od jednodussiho

vvvvvv

odmocnujeme (pokazdé se ujistime, Ze zaklad mocniny je nezaporny). Nalezli
jsme vhodny zagatek fetézce — platny vyrok 0<3 — a sestrojili jsme fetézec
implikaci, ktery kon¢i dokazovanym vyrokem. Dany vyrok je dok4zan pfimym
dikazem.

Anekdota:®

Prednasku P.éebyéeva (1821 - 1894) v PariZi o matematické teorii
tvorby $atl navétivili nejen krejéi pFednich pafizskych zdvod, ale i
zdstupci riznych Maisons de haute couture (médnich domt) a
vyznavaéi médnich novinek. Cebysev zagal svoji predndsku slovy: .Pro
jednoduchost predpoklddejme, Ze lidské télo ma tvar koule." Zbytek
predndsky viak jiz pronesl bez tohoto auditoria, nebot’ Sokovand
verejnost bez prodleni odesla.

2 Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych uloh. SPN Praha 1990. Strana 49/2c
8 Beran, L. — Ondrackova, I.: Provéite si své matematické nadani. SNTL Praha 1988.



P¥imy ditkaz IT*

Zadani:
Ptimym dikazem ovéite, Ze plati
cot20° e 0 =cos40” € Q.

Vypracovani:
Kli¢em ke konstrukci pottebného fetézce implikaci je konstrukce vyrazu cos40°
pomoci Cisla cot20°. Upravme obecny vzorec

x l+cosx
cot— = .

sin x
V prvnim kroku umocnime
2
2 X (l+cosx) _I+cosx

cot 3 = )
2 1-cos“x 1-—cosx

a pak vyjadieme cos x

,x l+cosx
cot” —=

2 1-cosx

X
COtZE'(l—COSX):l‘FCOSX

X X

cot’ = —1=cosx+cosx-cot’ =

2 2

cot’ X -1
Ccos X =
cot? X +1
2
Diikazem dané implikace je potom tento fetézec implikaci:
cot20° € 0 => cot® 20" € Q = (cot? 20" —1€ Q) (cot> 20" +1€ Q)=
cot® 20" —1

—————— e (0 =co0s40° €
cot? 20° +1 Q Q

Motto: °

G. N. Berman: ....matematik pracuje jako kazdy prirodovédec: vytvari
domnénky (hypotézy), provéruje je pomoci pozorovdni a svérdzné
matematické zkusenosti, hledd analogie atp. Kdyz viak ziska vysledek
uhodnutim nebo ze zkusenosti, musi jej korektné dokdzat. Jinak vzdy
zUstdvd obava, Ze vysloveny vyrok mize byt chybny."

* Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych uloh. SPN Praha 1990. Strana 49/1a
5 Beran, L. — Ondrackova, I.: Provéite si své matematické nadani. SNTL Praha 1988.



P¥imy dikaz IT1°

Zadani:
Ptimym dikazem ovéite, Ze plati
cos36° —cos72° =0,5.

Vypracovani:
Nebot’
1. cos2x=cos’ x—sin’x=1-2sin’ x=2cos’ x—1
1
2. cos36° = +45
4
je
2
c0s36° —cos72° =cos36° —(ZCos2 36° —1): 1+4\/§ -2 (1+4\/EJ +1=
1445 2l+2V5) | 4+a5o12-45416 8 1
4 16 16 16 2
P¥imy ditkaz IV’

Zadani:
Najdéte piimy dikaz véty
Vx,yeR :x’y+x> <x’ +)°.

Vypracovani:
Rozbor:
Vyvodime diisledky z ptedpokladu, Ze dany vyrok plati.
vx,y € R* X2y +xy2 <x3+y° = xy(x+y) < (x+y)x? —xy +y?),
protoze vyraz x+y je kladny, mizeme jim vydé¢lit celou nerovnost
Sxy<x2—xy+y?=>0<x*-2xy+y? =0<(x—y)

Dukaz na zakladé rozboru:
Vr,yeR :0<(x—y) =20<x* 2+ s> <l -+ =

:>xy(x+y)$(x+y)(x2 —xy+yz):>x2y+xy2 <x? +y3

Podali jsme diikaz dané véty, a to na zakladé rozboru, ktery nam ukazal zac¢atek
vhodného fetézce implikaci.

® Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych aloh. SPN Praha 1990. Strana 49/1c
" Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych aloh. SPN Praha 1990. Strana 50/3c



Diikaz neprimy I°

Zadani:
Dokazte, Ze neexistuje Zzadné n e N, pro které by platilo:
(n + 1)!+(n +2)> n!+(n + 3)! :
Vypracovani:
Rozbor:

Diikaz neexistence provedeme timto zplisobem:
Dokazeme, e plati M < { }°, coz je ekvivalentni s M ={ }.
1. dokazeme vétu VxeU:xeM =xeW {j. M cW

2. ukazeme,ze W ={},protoi M ={}

Reseni:
Zkoumanou mnoZinou M je obor pravdivosti dané rovnice v mnoziné
piirozenych ¢isel N . Postupnymi upravami této rovnice z ni odvodime jinou,
jejiz obor pravdivosti W umime urcit.
(n+1)+(n +2)> nl+(n +3)
n!(n + l)+ n!(n + 1)(71 + 2) > n!+n!(n + 1)(n + 2)(n + 3)
(n+1)(1+n+2)> 1+(n+1)(n+2)(n+3)
(n+1)(n+3)> 1+(n+1)(n+2)(n+3)> (n+1)(n+2)(n+3)

O0>n+2
Proto pro vne N: Je-li  (n+1)+(n+2)>n+(m+3) ... neM
U
pak 0>n+2 ... neW

Dokazali jsme, Ze plati M < w . Pfitom W ={ }, protoZe po dosazeni jakéhokoli
piirozeného ¢isla n neni nerovnost splnéna. Je tedy M < { }, ale to znamena, Ze
M={}.

e Aplikovali jsme postup dikazu neexistence, ktery je jako celek neptimym
diikazem (misto M = { } dokazujeme M < { }). Jeho prvni krok ale zahrnuje
zpravidla dost rozsahly ptimy diikaz, proto se nékdy hovoii o ptimém dikazu
neexistence.

® Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych uloh. SPN Praha 1990. Strana 63/1a

MS Word neumi (podle mne) napsat preskrtnutou nulu (;@r), ktera je zavedena pro oznaceni prazdné mnoziny, a
proto pouzivam slozené zavorky.



Diikaz sporem |

Zadani:
Dokazte, Ze €islo log5 je iraciondlni.

Vypracovani:
Jde o dekadicky logaritmus péti; zvolime diikaz sporem, vyslovime negaci
daného vyroku, tj. vyrok ,,log5 je raciondlni Cislo*.

Jestlizelog5 € O, pak existuji »,s e N takova, Ze log5 = ” pak 5=10°, dale pak
S

5" =10".

Odvodili jsme vyrok ,,3r,s € N:5° =10"“, ktery neplati, protoze ¢islo 5* konci

pétkou pro kazdé s e N a Cislo 10" konci nulou pro kazdé e N.

Kdyby neplatil vyrok log5 ¢ O, musel by platit vyrok negovany — log5 e Q. Jak

jsme vSak ukézali neni tato podminka splnéna, tj. dosli jsme ke sporu, a tedy
plati log5¢ Q.

Diikaz sporem IT"

Zadani:
Dokazte, ze &islo /2 je iracionalni.

Vypracovani:

Zvolime diikaz sporem, vyslovime negaci daného vyroku, tj. vyrok ,,+/2 je

racionalni &islo*. Jestlizev2 e 0, pak existuji r,s e N' takovd, ze v2 = , kde r,s
S

jsou nesoud¢€lna Cisla. Rovnost upravime 2s* =r>. Z této rovnice plyne, ze r° je
sudé, proto i  je sudé a da se vyjadfit ve tvaru r = 2r,. Dosadime-li nazpét bude

s* =217 a obdobn¢ zjistime, Ze s je také sudé. Jsou-li vSak Cisla r,s suda, pak
jsou soudé&lna, coz odporuje predpokladu, tj. dosli jsme ke sporu. Cislo /2 je
iracionalni

10 Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feSeni matematickych uloh. SPN Praha 1990. Strana 57/2
1 Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feSeni matematickych tloh. SPN Praha 1990. Strana 57/3



Diikaz neprimy "

Zadani:
Dokazte, ze plati obecna véta:
Vn e N: n neni druhou mocninou pfirozeného &isla = n 2 0,

Vypracovani:
Princip neptimého diikazu spociva v dokazani véty obménéné, tj. v naSem
ptipadé
vne N:4/neQ=n je druhou mocninou p¥irozeného &isla
: , r . y
Je-li vneQ, pak plati: Vn==, r,seN.Rovnost upravime: svn =r. Protoze
S

jsou ¢isla r a s ptirozena musi byt pfirozené i &islo v/n, protoze
e bylo-li by iracionalni, pak souéin s pfirozenym &islem (s) na levé strané
rovnice sv/n =r bude iracionalni, jenZe ¢islo na pravé strané je pfirozené
(nenastala by rovnost)
e bylo-li by racionalni necelé, pak jeho mocnina je téz racionalni necela a to
je ve sporu s predpokladem vne N
ProtoZe je ¢islo +/n pfirozené je n druhou mocninou pfirozeného &isla.
Dokézali jsme obménénou vétu a tim 1 vétu pliivodni.

Diikaz nep¥imy 1T

Zadani:
Dokazte vétu:
VneN:lO|n2+6:>5*n

Vypracovani:
Uplatnime neptimy dikaz — dokdZeme obménu véty, tj. vyrok
VneN:5|n=104n" +6.

Dtkaz
5|n=5|n"=54n>+6=104n" +6.

Dokazali jsme, ze plati 5|n=104»> +6 a proto platii 10 |n* +6=54n.
Dokazali jsem obménu piivodni véty, plati tedy 1 ptivodni véta.

12 Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feSeni matematickych tloh. SPN Praha 1990. Strana 57/6
3 Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych aloh. SPN Praha 1990. Strana 58/9



Diikaz sporem IIT™

Zadani:
Dokazte, ze kazdym bodem A, ktery nelezi v roviné p, prochazi nejvys jedna
piimka p kolma na rovinu p. Nakreslete obrazek.

Vypracovani:

Podame dikaz sporem. Vyslovena véta ma tuto negaci: Existuje aspon jeden
bod A, ktery nelezi v roving p a kterym prochazeji aspon dveé piimky p kolmé na
rovinu p.

[lustracni obrazek 1 ukazuje dvé piimky p, g, které prochazeji bodem A a jsou
,,kolmé* na rovinu p. (Kolmost je ov§em jen vyjadiena znaCkami, ve skute¢nosti
sviraji pfimky ostré thly malo odli§n€ od pravych.)

obrazek 1

Plati-li negace plivodni véty, pak vznika (tj. existuje) trojuhelnik APO, ktery ma
dva vnitini Ghly pravé, a tudiz soudet vnitinich uhla vétsi nez 180°, coZ je spor.
Uzavirdme, ze negace ptivodni véty neplati, plati tedy pavodni véta.

14 Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feSeni matematickych tloh. SPN Praha 1990. Strana 58/12.



P¥imy ditkaz V'
Dirichletiiv prihradkovy princip
Zadani:
Dokazte, ze v kazdém Ctverci s rozméry 10 cm x10 cm , Kde je zakresleno 101

bodi, existuje trojuhelnik 0 obsahu 1cm*, ktery obsahuje aspon dva s danych
bodd.

Vypracovani:
Obsah zadaného c¢tverce je 100 cm”. Lze do néj tedy vepsat prave sto riznych
trojuhelnikl o obsahu 1cm’. Kdyby v kazdém z téchto trojuhelniku lezel prave

jen jeden bod, bylo by téchto bodu sto. V celém ¢tverci jich je vSak zakresleno
stojedna. Proto alespon jeden z trojuhelnikii musi obsahovat alespon dva body.

Diikaz indukei I*®

Zadani:
Dokazte, Ze Vne N Vx e R:sin” x+cos™ x<1.

Vypracovani:
l. Ovétime platnost pro » =1. Plati
sin” x+cos” x =1.

Nerovnost je splnéna.

Il.  Indukéni krok.
Predpokladejme, Ze dokazovana nerovnost plati pro né¢jaké n=k e N, tj.
plati sin”* x +cos”* x <1. Mame dokazat, ze za tohoto predpokladu
dokazovana nerovnost plati také pro n=k+1, tj. plati

sin ) x 4 cos?*) x <1,
Dukaz:
sin2*) x 4 cos2**V x = sin22 x + cos2*? x = sin? x-sin® x + cos? x - cos? x <)
<sin? x-sin? x +sin? x-cos® x +sin®* x-cos? x + cos? x - cos % x =
= (sin2 X + €0S* stin2k X + cos x)gl-lzl
Poznamka:

Ostra nerovnost (U) je zfejmée splnéna, nebot’ jsme k pravé strané nerovnosti piicetli

nezaporny vyraz sin® X-cos* x +sin® x-cos’ x.

Tim jsem dokazali 1 druhy krok matematické indukce. Dokazovana véta plati.

% Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feSeni matematickych tuloh. SPN Praha 1990. Strana 69/7
6 Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feSeni matematickych tloh. SPN Praha 1990. Strana 77/11



MRU2 — Dikazy

Diitkaz indukei T/

Zadani:
Dokazte, Ze mapy v roviné, které vytvareji n kruznic, z nichz kazda protina
vSechny ostatni, Ize vybarvit dvéma barvami.

Vypracovani:
Pouzijeme ditkaz matematickou indukeci.

1. Pro jednu kruZnici véta plati, staci vybarvit
vnitini oblast kruznice jinou barvou nez je
barva roviny.

2. Piedpokladejme, ze plati i pro K kruznic.
Chceme dokazat, ze pokud ptikreslime dalsi
kruznici (protinajici vSechny kruZnice ostatni),
budeme moci vybarvit nové vzniklé mapy tak,
aby zadna nezanikla. Toho dosdhneme tim, ze
pti ptidani kazdé nové kruznice (s barvou jinou
nez ma pozadi (rovina)), prohodime barvy
uvnitt jednotlivych pranika s ptivodnimi
kruznicemi.

Tim je dikaz matematickou indukci ukoncen a véta
plati.

Literatura

Ovarko, O. — Calda, E.: Metody feseni matematickych tiloh. SPN Praha 1990.
Janourova, E. — Janura, M.: Matematika, privodce u¢ivem zakladni a stfedni Skoly.
Rubico, Olomouc 1999.

Beran, L. — Ondrackova, I.: Provéite si své matematické nadani. SNTL Praha 1988.
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